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二维 Poisson 方程谱元法有限元预条件分析
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摘要 : 考虑二维 Poisson 方程的谱元法离散系统的预条件求解问题 , 利用张量积的性质 , 分析基于 GLL ×GLL 节点
上的双线性有限元刚性矩阵 sĥ 作为谱元离散系统 AĥU = F̂h 的预条件 , 证明了 ( SĥU , U) l2 和 (AĥU , U) l2 的等价
性.
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Analysis for two - dimensional finite element preconditioned spectral
element method of the Poisson equation
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Abstract : This paper analyze the spectrum of two - dimensional preconditional spectral element approximation
to Poisson proplem. The analysis is based on the algebraic properties of the stiffness matrix ( ŝh ) of the bilin2
ear finite element method associated to the global GLL ×GLL nodes , which is used as the preconditioner of
the spectral element system AĥU = F̂h . We theoretically show the equivalence betweeen ( SĥU , U) l
2
and
(AĥU , U) l
2
.
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1 　定义和记号
记Ω = [ - 1 , 1] ×[ - 1 , 1] , 考虑 Poisson 问题 :
- Δu ( x , y) = f ( x , y) 　　　 ( ( x , y) ∈Ω)
　u ( x , y) = 0 　　　　　　　( ( x , y) ∈5Ω)
(1)
式中 : 5Ω = Γ1 ∪Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4 ,Γ1 = { ( x , - 1) , - 1 ≤x ≤1} , Γ2 = {(1 , y) , - 1 ≤y ≤1} , Γ3 = {( x ,
1) , - 1 ≤x ≤1} , Γ4 = {( - 1 , y) , - 1 ≤y ≤1}.
设 U , V 是向量 , 定义 U , V 的 l2 内积 : ( U , V) l
2
= ∑ukvk .
LN 是 N 阶Legendre 多项式 ,ξi 和ρi 分别表示 GLL 点及其对应的权系数. 参数 ĥ 代表一组整数( N , K) ,
K = K1 ×K2 . Maday等在文献[2] 中提出将计算区域Ω分解成 K个小的矩形区间 , 这里 K1 , K2 分别表示 x
方向和 y 方向的区域划分个数.
Ω = ∪Kk = 1Ωk
这里 ,Ωk = [ as , as+1 ] ×[ bt , bt +1 ] , k = t ·K1 + s ; s = 1 , ⋯, K1 ; t = 0 , ⋯, ( K2 - 1) .
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2 为第 k 个区间 x 和 y 方向的
长度 , 定义一个仿射变换使得 Fk ( r1 , r2) : ( r1 , r2) →( x , y) ∈Ωk . 那么
ξki = as + l
k
1 (ξi + 1)Π2 ,ξ
k
j = bt + l
k
2 (ξj + 1)Π2 ;ρ
k




j = ρj l
k
2Π2
定义 C0 (Ω , K) 及其离散内积(·, ·) ĥ , GL 和离散范数 ‖·‖̂h , GL :
C
0 (Ω , K) = { < ∈L2 (Ω) , <| Ω
k
∈C0 (Ωk ) , k = 1 , ⋯, K}



























j ) 的分段双线性函数空间 , 且 Vĥ 中的函数在边界点的值恒等于零 , 对
任意的 u ( x , y) ∈Vĥ , 定义 Îh u ∈ Xĥ , 则




































j ) ; ψ
k
i ( x) 和φ
k
i ( x) 分别是文献[4] 定义的“帽”函数和Lagrange基函数. 当 Ωk ∩Γ3 ≠«,
u
k
iN = 0 ; 当 Ωk ∩Γ2 ≠«, ukNj = 0.
谱元法在有限维空间 Xĥ (Ω) 中通过取Lagrange 基函数找逼近解 , 得到一个关于数值解 ûh ( x , y) 全局节
点值向量 U 满足的线性方程组[2] :
AĥU = F̂h (2)
但是系数矩阵 Aĥ 不是稀疏阵且条件数一般很大 , 若直接对式(2) 求解代价很大. 现在通过有限元方法得到的
刚性矩阵 Sĥ 做预条件 :
S
- 1
ĥ AĥU = S
- 1
ĥ F̂h (3)
若 S - 1ĥ Aĥ 的条件数得到改善 , 便可考虑用适当的迭代法求得式(3) 的解.
2 　预条件谱分析
引理 1 　对任意 f ĥ ( x , y) ∈Xĥ , 都有下式成立 :
‖f ĥ ( x , y) ‖
2
0 ∽ ( f ĥ , f ĥ ) ĥ , GL
　　证明　由定义可知 :




















































i , y) d y
由定理1
)



























ĥ ( x , y) d xd y
　　引理 2 　对任意的 f ĥ ( x , y) ∈Xĥ , 均有 :
( ý f ĥ , ý f ĥ ) ĥ , GL ∽ ‖f ĥ ‖21
　　证明　略.
1) Szego G. Orthogonal Polynomial. Amer Math Soc , 1995.
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　　现在考虑问题(1)的谱元离散 : 求 ûh ∈Xĥ , 使得 :
( ý ûh , ý v̂h ) ĥ , GL = ( f , v̂h ) ĥ , GL 　　　( Π v̂h ∈Xĥ ) (4)
　　在空间 Xĥ 中取Lagrange 基函数Φ
k




j ( y) , 将式(4) 中的解 ûh 用基函数Φ
k
ij ( x , y) 线性
表示 , 并让 v̂h 取遍所有的基函数就得到二维的 Poisson 问题的谱元离散系统 :
AĥU = F̂h (5)
同样 , 在 v̂h 有限元空间中取遍Ψ
k




j ( y) , 可以得到一个有限元刚性矩阵 Sĥ .
现在考虑 2 个常微分运算 , 假设 Bx , By 是 2 个常微分算子 :
B
x
u = - u″, u (±1) = 0 　　　( - 1 ≤x ≤1) (6)
B
y
u = - u″, u (±1) = 0 　　　( - 1 ≤y ≤1) (7)
　　定理 1 　在 Vh , x 和 Vh , y 有限元空间 , 对 B
x
, B
y 分别进行有限元离散得到的刚性矩阵分别记为 Sh , x Sh , y ,
设 Mh , x Mh , y 是它们相应的质量矩阵 , 那么有 :
Sĥ = Mh , y ª Sh , x + Sh , y ª Mh , x
　　证明　由文献[4]一维的推理中知道 :
Sh , x = diag S
1
h , x , ⋯, S
K
1
h , x , ( S
s
h , x ) ij = (ψ
s
i , x ( x) ,ψ
s
j , x ( x) ) 　　　(1 ≤s ≤ K1)
Sh , y = diag S
1
h , y , ⋯, S
K
2
h , y , ( S
t
h , y ) ij = (ψ
t
i , y ( y) ,ψ
t
j , y ( y) ) 　　　(1 ≤ t ≤ K2)
Mh , x = diag M
1
h , x , ⋯, M
K
1
h , x , ( M
s
h , x ) ij = (ψ
s
i ( x) ,ψ
s
j ( x) ) 　　　 (1 ≤s ≤ K1)
Mh , y = diag M
1
h , y , ⋯, M
K
2
h , y , ( M
t
h , y ) ij = (ψ
t
i ( y) ,ψ
t




ĥ ) nm , ij = ( ý Ψkij ( x , y) , ý Ψnm k ( x , y) ) = ( Mth , y ) jm ·( Ssh , x ) in + ( Sth , y ) jm ·( Msh , x ) in
所以 Sĥ = Mh , y ª Sh , x + Sh , y ª Mh , x
定理 2 　在 Xh , x 和 Xh , y 空间 , 对 B
x
, B
y 分别进行谱元离散 , 所得到的矩阵分别记为 Ah , x , Ah , y , 相应
的权系数矩阵记为 Wh , x , Wh , y , 那么 ,
Aĥ = Wh , y ª Ah , x + Ah , y ª Wh , x
　　证明　利用定理 1 的证明技巧 , 同理可证明结论.
引理 3 　设 f ( x , y) ∈Xĥ , u ( x , y) ∈Vĥ ,


























ij ( x , y)
当 Ωk ∩Γ3 ≠«, f iN k = 0 ; 当 Ωk ∩Γ2 ≠«, f kNj = 0. 设 F = ( F1 , ⋯, FK) T , U = ( U1 , ⋯, UK) T , 其中 Fk
= ( f
k












, 1 ≤k ≤ K. 那么 ,
(Aĥ F , F) l
2
= ( ý f , ý f ) ĥ , GL ∽ ‖f ‖21 , ( SĥU , U) l
2




定理 3 　对任意的向量 U = ( U1 , ⋯, UK) T , 设 Wĥ = Wh , y ª Wh , x , Mĥ = Mh , y ª Mh , x , 则有 :
( WĥU , U) l
2
∽ ( MĥU , U) l
2
　　定理 4 　对任意的 u ∈Vĥ , 有 :
‖u ‖1 ∽ ‖Îh u ‖1 , ‖u ‖0 ∽ ‖Îh u ‖0
由文献[3]的引理 5. 4 容易得到下面的引理.
引理 4 　对任意的向量 U = ( U1 , ⋯, UK) T 都有 :
( ( Wh , y ª Ah , x ) U , U) l
2
∽ ( ( Mh , y ª Sh , x ) U , U) l
2
( (Ah , y ª Wh , x ) U , U) l
2
∽ ( ( Sh , y ª Mh , x ) U , U) l
2
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现问题 , 并且 , 若原有的监控元未自带日志 , 不能被监控. 本研究的监控系统可监控所有设备 , 实时采




能做到监控 , 提取的预警数据准确 , 多次成功地把故障排除在萌芽阶段. 但在成本控制、技术支持和管
理模式等方面还有许多工作需要做.
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因此 , 从引理 4 即可得到下面的定理 :
定理 5 　对每个 U = ( U1 , ⋯, UK) T , 都有 :
( A ĥ U , U) l
2
∽( S ĥ U , U) l
2
　　定理 5 的等价性结果也可用 S - 1ĥ A ĥ 的特征值分布来刻划. 若λ
k
j (1 ≤ j ≤N ×N , 1 ≤ k ≤ K) 是矩
阵 S ĥ
- 1
A ĥ 的特征值 , 那么存在 2 个与 ĥ 无关的正常数 0 < c0 ≤ c1 , 使得 0 < c0 ≤λ
k
j ≤ c1 .
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